Introducgao a Teoria das

Probabilidades




No quotidiano e frequente ouvirmos expressoes
tais como “improvavel”, “por sorte” ou “por acaso” que deixam bem
claro que, em muitos acontecimentos das nossas vidas, nao nos é

possivel saber, antecipadamente, qual é o seu desfecho.

Incapazes de controlar o acaso, conseguimos, contudo,
ter a nocao da probabilidade de uma situacao ocorrer ou nao:

» embora nunca possamos com segurancga dizer “Amanha vai
chover”, sabemos que a probabilidade de isso acontecer € maior no
Inverno do que no Verao;

» € certo que ouviremos falar Inglés se formos a Inglaterra,
enquanto que em Portugal isso sera improvavel, mas n&o impossivel,

» € mais provavel encontrar um atleta num ginasio do que numa
discoteca.



Foi exatamente a partir dos “jogos de azar” que no século XVII surge um ramo
da Matematica, que mais tarde se viria a chamar Teoria das Probabilidades.

jO‘g‘ds a dois |ps Blaise Pascal e -
Piefre Fermat. stes na tentativa de dar etk
Pierre Fermat atematico Francés

Matematico Erance<silis spégt-a 0 jogador, . debrucaram-se (1623-1662)
(1601-1665) -sobre~0-assunto,-sendo desta forma, dado

O primeiro pass;a'para 0 nasmmento desta
teoria. Qﬂ" - N -

As probabilidades surgem, assim, como forma de quantificar
0 grau de incerteza de um determinado acontecimento.
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Embora o seu nascimento esteja ligado ao jogo, as Probabilidades tém, nos
nossos dias, aplicacbes em muitas outras ciéncias, nomeadamente, na
Economia, na Psicologia, na Medicina e até na Fisica e na Quimica. Uma area
onde a Teoria das Probabilidades &€ muito utilizada é a dos seguros. Hoje,
guando fazemos um contrato com uma companhia de seguros (seja esse
contrato um seguro de vida, um seguro de incéndios, um seguro automovel ou
gualquer outro), o “prémio” a pagar a companhia é determinado em funcéo da
maior ou menor probabilidade de se verificar um acidente. Por exemplo, num
seguro automovel, o “prémio” que se paga:

*- € mais caro para carros com mais de 5 anos, ja que a probabilidade de se
ter um desastre com um carro ja com algum desgaste € maior do que com um
carro novo;

*-¢& mais caro se o condutor tiver carta de conducao ha menos de dois anos (a
sua inexperiéncia torna maior a probabilidade do acidente).

Existem até companhias de seguros que fazem descontos para as mulheres
condutoras!...



Nocéo de

~ fenomeno aleatorio e
fenomeno deterministico

e de

% experiencia aleatoria e
experiéncia determinista




Considera os seguintes fenomenos (situagoes):
A- "0 peso do préximo bebé a nascer em Portugal.”

B - "O ndmero de pegas produzidas por uma mdquina ha hora sequinte,
Sabendo que produz 3 pegas por minuto."

C- "Na sala de aula langar uma moeda ao ar para verificar se cai."

D-"Tirar duas cartas a sorte de um baralho de 40 que foi previamente
baralhado."

E- "Dado um teste, numa turma com 100% de assiduidade, o n°® de testes
que o professor vai corrigir.”

F - "No inicio de um jogo de futebol, saber o tempo de “"compensagdo”

ue vai ter." o :
q Antes da realizacao do fenomeno

A B
H4d incerteza E possivel determinar o C D
quanto ao resultado resultado

E F

Fenomenos



Da atividade efetivada destacam-se dois tipos de fendmenos:

» Agueles em gue ha incerteza quanto ao resultado
(fendmenos aleatorios)

» Aqueles em que é possivel determinar o resultado
(fenomenos deterministicos)

Fenomenos aleatorios- sdo fenOmenos observaveis em que o resultado de
cada realizacao individual é incerto, mesmo que possa haver uma tendéncia.

Fenomenos deterministicos- sao fendmenos observaveis cujos resultados
podem ser determinados antes que 0s mesmaos se realizem

Experiéncias aleatorias- € a realizacdo de um fenédmeno aleatorio e a
observacao dos resultados. E uma experiéncia em que nao € possivel prever
o resultado que se obtém, mesmo quando repetida exatamente nas mesmas

condicoes.

Experiéncias deterministas- € aquela que se conhece o resultado antes da
sua realizacéo.



Aieaférias Determils

* Lancar uma moeda ao ar e registar a * Furar um baldo cheio e

face que fica voltada para cima; verificar o que acontece

* Numa escola, escolher um aluno ao » Deixar cair um prego num copo
acaso e aferir se tem o boletim de de agua

vacinas atualizado;  Tirar a sorte uma bola verde de
*Verificar se sai 0 numero 7 na proxima um saco gue contem apenas
extracao do totoloto; bolas verdes e verificar a cor

» Extracao de uma carta de copas de um gue sai.

baralho de cartas completo.

A partida ndo sabemos o resultado A partida ja conhecemos o resultade

Quando se realiza uma experiéncia aleatéria, podem indicar-se 0s
resultados possiveis, mas néo se sabe qual deles vai ocorrer.



A teoria das probabilidades ocupa-se das
leis que regem os fenomenos cyjo resultado
dependem do acaso.

Por isso, so0 as experiéncias aleatorias
interessam ao estudo das probabilidades.

: Curiosidade: A palavra aleatéria
: deriva da palavra latina alea que
: significa sorte, azar, risco ou acaso.

: «Alea jacta est.»- a sorte esta lancada.
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Termos e conceitos

3 Espaco de resultados ou Espaco Amostral

{1,2,3,4,5,6}

Egia ziozriZncid rzin 6 resultados possiveis ou 6 casos possiveis
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Definigdo:

Espago amostral ou espago de resultados - é o conjunto dos resultados
possiveis (casos possiveis) associados a uma experiéncia aleatodria.
Representa-se por E, S ou (2.

QO=E=S5={2,345,6}

Para cada uma das seguintes experiéncias aleatorias escreve o espaco de resultados.
EXPERIENCIA 1:

Extrair uma bola de um saco com 10 bolas numeradas de 0 a 9.
S$={0,1,2,3,4,..,9}
EXPERIENCIA 2:

Lancamento de um rapa e verificar qual a face que fica voltada para cima.

Q = {rapa, tira, deixa ,poe} -



EXPERIENCIA 3:

Escolher ao acaso dois alunos de um grupo de cinco rapazes e 6 raparigas e
contar quantos séo os rapazes.

S={0,1, 2} "

Resolver os
exerciclos
1 e 2dapagina 12.

R



Acontecimentos
Com o espago amostral, podem formar-se acontecimentos.
Alguns acontecimentos que se podem formar com a experiéncia:
Lancamento de um dado perfeito e registar o nimero da face que fica voltada para cima.

S {1, 2, 3, 4, 5, 6} Quantos casos favordveis ou

resultados favordveis hd para
cada um dos acontecimentos?

A: «Sair face 6.» A={6} 1 caso

B: «Sair face 3 e face 4.» B={} B=J 0 casos
C: «Sair face com um ndmero impar.» C={1, 3, 5} 3 casos
D: «Sair face com um ndmero menor que trés» D={1, 2} 2 casos
E: «Sair um divisor de 6.» E={1, 2, 3, 6} 4 casos

F: «Sair face com um ndmero impar ou par.» F={1,2,3,4,5, 6} 6 cases



Como podes observar todos os elementos de cada um dos
acontecimentos vistos estao contidos em S. Deste modo cada um
deles € um subconjunto do conjunto S. Por exemplo AC S.

Acontecimento - € qualquer subconjunto do espago amostral
de uma experiéncia aleatdria, isto €, um conjunto contido no
espago de resultados.

Da exemplo de um acontecimento na realizagdo da seguinte
experiéncia aleatoria:
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=cls e
e SR A e

~ CLASSIFICACAO DOS ACONTECIMENTOS

A:. «Sair face 6.» A= {6}

-O acontecimento A é um acontecimento elementar.

C: «Sair face com um ndmero impar.» C= {1, 3, 5}

*O acontecimento C € um acontecimento composto .

U

F: «Sair face com um ndmero impar ou par» F = {1,2,3,4,5,6}

-O acontecimento F é um acontecimento certo.

b

e AP
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conclusoes:

Os acontecimentos podem ser

- constituido apenas
por um elemento do espacgo
amostral (constituido por um
resultado favoravel).

- € composto por
mais do que um elemento do
espaco amostral (tem mais do
gue um caso favoravel).

nao tem qualquer
elemento do espaco amostral
(nunca ocorre, tem 0 casos
favoraveis).

é composto por todos
0S elementos do espaco
amostral (ocorre sempre,
coincide com S).



Um baralho de 52 cartas tem 4 naipes. Cada naipe € constituido por 13
cartas (2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, dama, valete, rei e as). De um baralho
de 52 cartas, extrai-se uma carta, ao acaso, e identifica-se a carta.

a) Justifica que se trata de um experiéncia aleatoria.

b) Indica o nUmero de casos possiveis.

c) Determina o niumero de resultados favoraveis aos acontecimentos seguintes:

1) A: “extrair uma carta vermelha” 2) B: “Tirar um rei”;
3) C: "Sair uma figura” 4) D: “Extrair a dama de copas ou um 10”;
5) E: “Nao sair um as”

d) Em relacdo a esta experiéncia, da um exemplo de:

1) um acontecimento que tenha oito casos favoraveis;

2) Um acontecimento impossivel.



Efetuar a atividade de
aplicacao 2 da paginaleé.



Operacoes com

acontecimentos




Reunido (ou unido) e intersecao de acontecimentos

Experiéncia: “Lancamento de um dado e verificar a face que fica voltada para cima.

Acontecimentos: A: «Sair um divisor de 6» A={1, 2, 3, 6}
B:«Sair um namero primo» B={2, 3, 5}

Diagrama de Venn:

< Reuniao de acontecimentos

O acontecimento reuniao de A com B, representa-se por A B

A U B: “Sair um divisor de 6 ou um numero primo”

AUB = {1, 2,35, 6} Lé-se: “A ou B’

E o0 acontecimento constituido por todos os resultados de A e por todos 0s AUB
resultados de B. O acontecimento AUB realiza-se quando pelo menos um

dos acontecimentos A ou B, se realiza.



A: «Sair um divisor de 6» A={1, 2, 3, 6}
B:«Sair um nimero primo» B={2, 3, 5}

= |ntersecao de acontecimentos

A B : “Sair um divisor de 6 @ um nimero primo”

AnB
ANB= {2, 3} Lé-se: “A e B”

O acontecimento intersecéo de A e B é constituido pelos resultados que pertencem
simultaneamente a A e a B.



= Acontecimentos disjuntos ou mutuamente exclusivos
ou incompativeis
= {1, AR R o) 6}

Experiéncia: “Lancamento de um dado”
Acontecimentos: E: «Sair um divisor de 3» E={1, 3}

F:«Sair um ndmero par» F={2, 4, 6}
Os acontecimentos E e F s&o disjuntos, porque nao podem ocorrer em

simultaneo , isto é, E Al eiZh G: «Sair um n® maior que2»

Acontecimento G={3,4,5 6} EnG= {3}
Impossivel
Acontecimentos incompativeis Acontecimentos compativeis

ENnF=C EnG=¢



: : S={1, 2, 3,4, 5, 6}
= Acontecimentos complementares (ou contrarios)

Considera o acontecimento:
A: «Sair um divisor de 6» A={1, 2, 3, 6}

O acontecimento complementar de A é K Lt {4, 5}

A : «NA&o sair um divisor de 6»

O acontecimento complementar do acontecimento A € o constituido por todos os
resultados do espago amostral, E, que ndo pertencem a A. O complementar do
acontecimento A representa-se por A .

O complementar do acontecimento certo é o acontecimento impossivel. S = { }

O complementar do acontecimento impossivel &€ o acontecimento certo. { } =S

A ANA=J

S A AUA=S



Observacao:

Se dois acontecimentos sdo complementares ou contrarios, entao sao

acontecimentos incompativeis.

No entanto dois acontecimentos podem ser incompativeis e nao serem

complementares.

S ={1,2,3,4,5)
A={12)
B={34,5

AUB={1,2,34,5)
e B

A e B séo complementares logo
séo incompativeis

AUC ={1,2,4,5)

A e C séo incompativeis mas
néo sédo complementares



Exercicios:

1. Um baralho de 52 cartas tem 4 naipes. Cada naipe é constituido

por 13 cartas (2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, dama, valete, rei e 4s). De um

baralho de 52 cartas, extrai-se uma carta, ao acaso, e identifica-se a
carta.

Em relacdo a esta experiéncia, da um exemplo de:

a) Dois acontecimentos disjuntos;
b) Dois acontecimentos complementares.

*




2.1) Selecionou-se, aleatoriamente, uma turma e registou-se o desporto praticado pelos
alunos que a compdem. Em relacéo a experiéncia aleatoria referida, sejam B e F os
acontecimentos definidos por:

B: “Pratica basquetebol” B =
F: “Pratica futebol”

Com os dados obtidos elaborou-se o seguinte
diagrama de Venn:

Escreve um texto que traduza os resultados obtidos 4
na referida experiéncia.

Num total de 24 alunos, 6 alunos praticam ambas as modalidades, 4 nao
praticam qualquer uma das modalidades, 11 praticam basquetebol e 15 praticam
futebol. 5 praticam apenas basquetebol e 9 praticam somente futebol.

2.2) Indica o numero de elementos do acontecimento:

a)BNF b) BUF c)B d)F e)BNF f)BNF

g)BNF



3. Considera a experiéncia aleatoria que consiste em rodar um piao, numerado de
1 a 5 e registar o nUmero que sai.

Considera os acontecimentos:
A:"Sair n° par’;

B:"Sair quadrado perfeito”;
C:”Sair n° primo”.

Escreve:

AnNB ANC BNnC AuUB AUB ANB



4. Comenta as afirmacgodes seguintes:

a) Abrir um livro ao acaso, adicionar os numeros das duas paginas e
observar se o resultado € par ou impar € uma experiéncia determinista.

b) Num langcamento de um dado, numerado de 1 a 6, 0s acontecimentos
A={1, 2, 3, 4} e B={4, 5, 6} sdo complementares.

c) Dois acontecimentos disjuntos s&o necessariamente complementares.



Resolver 0s
exercicios
da pagina 17
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ACONTECIMENTOS EQUIPROVAVEIS

Ja vimos que o calculo de probabilidades procura medir até que
ponto se pode esperar que ocorra um acontecimento.

Consideremos a seguinte experiéncia:

“No langamento de um dado perfeito (ou equilibrado) anotar a face que
fica voltada para cima.”

Observacao:

“Um dado considera-se perfeito ou equilibrado se, ao ser lancado, as
suas faces tém a mesma probabilidade de sairem, isto €, a
probabilidade de ocorrer cada uma das faces € igual.

P(facel)= P(face2)= P(face3)= P(face4)= P(face5)= P(face6)



Definic&o: Dois acontecimentos que tém a mesma probabilidade de ocorrerem,
dizem-se acontecimentos equiprovaveis.

A roda da sorte da figura tem apenas duas cores e encontra-se dividida em 8
setores do mesmo tamanho, cada um com igual probabilidade de ocorrer.

Se rodarmos a roda da sorte, pode ocorrer cor vermelha ou cor amarela.
Um espaco amostral possivel para descrever esta experiéncia aleatoéria é:

S={amarelo, vermelho}

Consideremos o0s acontecimentos elementares A:’Sair amarelo” e V: "Sair vermelho”.

Serao estes acontecimentos equiprovaveis?

Obviamente que nao, uma vez que ha mais setores de cor amarela do que de cor
vermelha.



Como a roda da sorte esta dividida em 8 setores
do mesmo tamanho; 6 amarelos e 2 vermelhos,
podemos distinguir os setores, por exemplo:

Os amarelos: Al, A2, A3, A4, A5 e A6, 0S
vermelhos V1, V2.

Assim, podemos pensar num outro espaco de resultados:
S={Al, A2, A3, A4, A5, A6,V1,V2}

Seréo estes 8 acontecimentos elementares equiprovaveis?

Claro, visto que gqualquer um dos acontecimentos elementares tém a
mesma probabilidade de sairem, uma vez que 0s setores séao
congruentes.

Ora, quando os acontecimentos elementares de uma determinada experiéncia sao
equiprovaveis € possivel determinar a probabilidade de um acontecimento sem
necessitarmos de recorrer a experiéncia (a priori).



Lei de LAPLACE

Matematico e astronomo francés

1749 — 1827
Enunciou pela 12 vez a definic&do classica de probabilidade



Consideremos os acontecimentos relativos a experiéncia do langamento
de um dado perfeito.

A:“sair face 5.” B:"sair face par.” C:"sair face maior ou igual a 3.”

Antes de calcularmos a probabilidade destes acontecimentos,
temos de conhecer duas situacgoes:

O nimero de casos possiveis, 6.

A outra situacdo, sdo os casos favoraveis,
que variam de acordo com cada acontecimento.

A:"sair face 5.”

Neste caso, sO existe 1 caso favoravel a ocorréncia do acontecimento.



1—50%
2

2 o 67%
3



Conceito classico de probabilidade

Definigdo: Regra de Laplace

p(A) = NUmerode casos favoraveis
NUmerode casos possivels

P(A)=0,5 P(A)=50%

-
FaiarN
>
R
Il
N |~



P( facel) = P( face2) = P( face 3) = P( face 4) = P( face 5) = P( face 6)=%

Se 0 espaco amostral associado a uma dada experiéncia aleatéria tem n
resultados igualmente provaveis, isto €, 0s acontecimentos elementares sao

equiprovaveis, entdo a probabilidade de cada um deles € — .
n



Um "rapa” tem 4 faces - rapa, R; tira, T; poe, P; deixa, D, fodas com
a mesma probabilidade de sairem num langamento.
Ao langar o "rapa”, qual a probabilidade de:

a) sair R?

b) Ndo sair R?

c) SairRou T?




Efetuar os exercicios das
paginas 23, 24, 25, 26 e 27 do
manual adotado.



Probabilidade de um acontecimento

A teoria das probabilidades € uma das ferramentas fundamentais da estatistica e constitui um
ramo da matematica que se ocupa do estudo de fendmenos aleatorios.

O calculo das probabilidades procura medir (quantificar) até que ponto se pode esperar que um
acontecimento ocorra; essa medida € a probabilidade de um acontecimento.

P

A probabilidade de um acontecimento A mede o grau de possibilidade do acontecimento
se realizar. A probabilidade de um acontecimento A, designha-se por P(A).

Um laboratério efetuou um estudo estatistico e - T
3 - Satde g WP
envolvendo um grande namero de pessoas. Verificou : o y .
3 . b Vacina contra a gripe foi testada P
gue a frequéncia relativa das pessoas que, tendo e mostra-se eficazem 70% '

tomado a vacina, ndo adoeceram foi de 0,7. Concluiu dos casos.
gue a vacina é eficaz em 70% dos casos.

Por este motivo, a estatistica e a teoria das
probabilidades estao estreitamente ligadas.

Como vimos, a origem da teoria das probabilidades esta intimamente associada ao jogo.
Atualmente as suas aplicagdes ultrapassam largamente as questdes relacionadas com 0s
jogos de azar. A economia, a meteorologia, a medicina, a engenharia e as ciéncias em
geral, apoiam-se cada vez mais na estatistica e na teoria das probabilidades para
fazerem previsdes e tomarem melhores decisdes.



). Probabilidade empirica (ou frequencista) de um acontecimento

Com a ajuda do Excel vamos simular a seguinte a experiéncia aleatoria:

Num saco estao 7 bolas, indistinguiveis ao tato, numeradas de 1 a 7.
Consideremos a experiéncia que consiste em retirar aleatoriamente

uma bola do saco e registar o numero saido, repondo de seguida a L
bola. (4] 9
Pretende-se numa primeira fase repetir esta experiéncia 70 vezes e (1)
Ir aumentando significativamente o numero de repeticoes desta

experiéncia.

Nota: O saco tem 7
bolas indistinguiveis ao
tato. Assim em 70
lancamentos € de
esperar que todas as
bolas saiam mais ou
menos 0 mMesmo
nuamero de vezes.

Podemos observar que, a medida que o numero de
repeticoes da experiéncia aumenta a frequéncia relativa
tende a estabilizar em torno de um certo valor, valor esse
gue se adota como sendo a probabilidade desse
acontecimento.

P(A) ~ Frequéncia relativa de A


Probabilidade/lEI DOS GRANDES NÚMEROS.xlsx

Com um baralho de 40 cartas realizou-se a seguinte experiéncia:

«Tirou-se uma carta a sorte e registou-se o naipe que saiu. Repds-se a carta no baralho
e extraiu-se outra ao acaso, repetindo o processo 100 vezes.»

Resultados da experiéncia acima referida:

Nai - - . A probabilidade ¢

aipe Frequéncia Frequéncia : de Catlanaipeldan

absoluta Relativa ¢ 0,25 = 25%. .

Paus 22 22/100=0,22 : .

Our-os 30 0'3 00000060000 OCOCOCOBO®
Copas 27 0,27
Espadas 21 0,21

Total 100 1

Naipe Frequéncia Frequéncia
absoluta Relativa
Paus 250 250/1000=0,25
Ouros 248 0,248
Copas 255 0,255
Espadas 247 0,247
Total 1000 1

ﬂ O que observas? “

Continuando a experiéncia repetindo o processo 1000 vezes, obtiveram-se
os seguintes resultados:



Probabilidade frequencista (empirica ou experimental) de
um acontecimento A é o valor para o qual tende a
estabilizar a frequéncia relativa de A, quando se repete
uma experiéncia aleatoria um n° grande de vezes, nas
mesmas condi¢cOes. Representa-se por P(A) .

Esta definicao de probabilidade é usada muitas vezes em
experiéncias de interesse cientifico, em que as
probabilidades sao calculadas a posteriori, a partir das
frequéncias relativas do acontecimento em estudo.

Nota:

Quanto maior for o numero de vezes que a experiéncia é
repetida, melhor serd a estimativa obtida para a
probabilidade.



Conclusao:;

=+ Se numa experiéncia aleatoOria os resultados se preveem equiprovaveis,
podemos determinar a probabilidade de um acontecimento, de duas formas:

<+ Previamente (a priori), aplicando a lei de Laplace - conceito classico de
probabilidade;

*-Realizando a experiéncia, empiricamente (a posteriori), aplicando a Lei
dos grandes numeros - conceito frequencista de probabilidade.

=+ Se 0s resultados ndo se preveem equiprovaveis, a Ginica maneira de prever o
comportamento do acontecimento € empiricamente, realizando a experiéncia
(a posteriori) e aplicando a Lei dos grandes numeros.



1. Para verificar se era um dado equilibrado, isto €, se todas as suas faces tinham a
mesma probabilidade de sair, lancou-se o dado 8453 vezes. Os resultados dos
lancamentos estao organizados na tabela seguinte.

Face ni

1.1 De acordo com os resultados da experiéncia, parece-te que o dado é ou néo
equilibrado? Explica a tua resposta.

1.2 Tendo em conta os resultados apresentados na tabela, estima a
probabilidade de, lancando esse dado uma vez, sair face com um numero
impar. Apresenta todos os céalculos que efetuares e indica o resultado
arredondado as unidades, na forma de percentagem.



2. O dado representado na figura tem a forma de uma piramide com 4 faces
congruentes, todas elas triangulos equilateros e numerados de 1 a 4.

A Rita efetuou 300 langcamentos deste dado e foi anotando o n.° de vezes em que a
face 2 ficou voltada para baixo, isto ao fim de 30, 60, 90, 120, 150, ..., 300
lancamentos. Com esses valores, calculou as frequéncias relativas e obteve o

grafico seguinte.
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Nuimero de lancamentos

Nos primeiros 120 lancamentos, quantas vezes a face 2 ficou voltada para baixo?
Achas que o dado é perfeito? O dado privilegia algumas faces em relacdo as outras?

Explica a tua resposta.



3. Podes concluir que uma moeda é viciada:

a) Se em 10 lancamentos obtiveres 9 vezes “face comum”?

b) E se em 10 000 langamentos obtiveres 9 000 vezes “face comum”?
Justifica as respostas.

4. Experiéncia: Lancar um dado de madeira construido a mao. Sera que
o dado ficou equilibrado?

Nas tabelas seguintes estao registados os resultados obtidos numa
experiéncia com o dado de madeira que o Francisco construiu.

Resultados de 1200 Resultados de 5000
lancamentos lancamentos
N.eda | Freq. Freq. N.2eda | Freq. Freq.
face absol | relativ face absol | relativa a) Completa 2 tap_elas.
a b) Indica a probabilidade

(aproximada) de obter face 1 e
de obter face 6. Qual a tabela
gue consultaste? Justifica.

c) Como se poderia melhorar
ainda mais a aproximacao?

d) Parece-te que o Francisco
construiu um dado perfeito?
Justifica.

310
355
160
150
485
750

110

115

Total 1200 Total 5000







Exercicios das
paginas 20 e 21



Regras e
Propriedades das
probabilidades



Exercicio:

Calcula a probabilidade de ocorréncia dos acontecimentos A, B, C, D, E e F e assinala
numa reta numérica os seus resultados.

A:"Tirar uma bola branca de um saco com 10 bolas azuis.”
B:”Sair face europeia no langamento de uma moeda equilibrada.”
C:” Tirar um berlinde amarelo de um saco onde ha 1 verde e 9 amarelos.”

D:” Sair 1 no langamento de um dado perfeito.”

E:"Tirar uma bola azul de um saco com 10 bolas azuis.”

F:"Extrair deste saco uma bola com um nimero inferior a oito.”

P(A)=15=0  P(B)=1=05 Plc)-> -0

PD)=1~02 PE)=12-1 P(F)=—==07
6 10



0 1 9
(A) 0 P(B)=-=05  P(C)=-5=09 P(D)=<~02
10 7
P(E)==— =1 P(F)=-—=0,7

s) A probabilidade de um acontecimento Q € um nimero maior ou igualaO e
menor ou igual a 1.

0<P(Q)<1

A
S e S e L AL S B B
0 0,1 0,2 3 04 05 0e& 07 08 09 1

0% 100%
) 50%
Impossivel Certo

Possivel mas nao certo

0<P(Q)<1
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Muito pouco  pouco  Provavel  Muito

provavel ou  provavel provavel
improvavel




P(A)=2=0 PB)=3=05 P(O)=11=09  p(p)
p(E):%zl P(F):%:OJ

® A probabilidade de um acontecimento impossivel € 0 ou 0%.

® A probabilidade de um acontecimento certo é 1 ou 100%.

N° de casos favoraveis € igual ao n°® de casos possiveis

p- 9

C.p



®  Numa experiéncia aleatéria a probabilidade da uni&o de dois acontecimentos
disjuntos é igual a soma das suas probabilidades.

P(Au B) = P(A)+ P(B), se A e B sdo acontecimentos disjuntos %I

= A probabilidade da unido de dois acontecimentos A e B é tal que
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

se A e B sdo compativeis ou ndo disjuntos ,II:

# Asoma das probabilidades de dois acontecimentos complementares € 1.

P(A)+P(A)=1 P(A)=1-P(A)

>> |




Exemplo |

Sejam A e B dois acontecimentos, disjuntos, de uma determinada experiéncia aleatéria.

Sabe-se também que P(Z\) :E e P(B) :E .

2

De acordo com essas informacoes, calcula:

P(A) P(B) P(ANB) P(AuB) P(AuUB)



Exemplo I

Uma caixa contém bombons com trés tipos de chocolate: chocolate branco, chocolate

preto e chocolate de A probabilidade de tirar, ao acaso, um bombom de chocolate preto é
1

3 ea probabilidade de tirar um bombom de chocolate branco é 0,25. Na caixa ha 15
bombons de chocolate de leite.

1. Mostra que na caixa ha 36 bombons.

2. Qual é a probabilidade de retirar um bombom da caixa que:
a) nao seja de chocolate de leite?
b) ndo seja de chocolate preto ou nao seja de chocolate de leite?
c) nao seja de chocolate preto e ndo seja de chocolate de leite?
d) seja de chocolate preto ou nao seja branco?



Exercicios das paginas 30 e 31.



Exercicios:

1. Um saco contém 30 bolas de diferentes cores: vermelhas, brancas e azuis.
Sabe-se que:

P(sair vermelha)=1/3 e P(sair azul)=1/5

Extrai-se uma bola do saco ao acaso.

Determina:

a) P(sair branca)

b) P(n&o sair vermelha)

c) Quantas bolas azuis ha no saco?

2. Numa loja ha bonecos de trés tipos diferentes: A, B e C, como se mostra na
figura seguinte.

Seleciona-se, ao acaso, um boneco da loja. A
probabilidade de ser do tipo A é 1/5 e a probabilidade de
ser do tipo B € 1/2.

2.1 Determina a probabilidade:

a) De o boneco ser do tipo C.
b) De nao sair boneco do tipo A.



2.3 Na loja ha 30 bonecos do tipo A. Quantos bonecos ha do tipo C?

Explica como obtiveste a tua resposta.



Experiéncias
compostas

As experiéncias aleatorias até aqui analisadas, por exemplo langamento de um -
dado, de um rapa, de uma moeda, ..., sAo experiéncias simples, nas quais a
contagem do numero de casos favoraveis e do numero de casos possiveis é facil.
Contudo, quando as experiéncias se tornam mais complexas torna-se mais dificil
efetuar as contagens. Para ultrapassar esta dificuldade existem alguns métodos

gue facilitam a contagem do nidmero de casos favoraveis e possiveis.



Processos organizados de contagem

Exemplo I
O Carlos atira uma moeda ao ar e em seguida lanca um peao. Depois, regista a
face da moeda que fica voltada para cima e o numero da face do piao que fica

encostada a mesa.

a) Determina o espac¢o amostral.

b) A probabilidade de ocorréncia do acontecimento:
C:"Sair um numero par no piao”.

» Tabela de dupla entrada

Moeda pedo 1 2 3
N (N, 1) (N,2) (N,3)
E (E,1) (E,2) (E;3)

S={(N, 1), (N,2), (N,3), (E.1), (E,2), (E,3)}

A tabela de dupla entrada € util no caso de haver dois lancamentos/extracoes:
dados, rapas, moedas, bolas,...



As linhas chamam-se ramos do
diagrama em arvore.

» Diagrama de arvore

2.° lancamento

piao
1.°langcamento 1
moeda (N, 1)

2 (N,2)

N
3 (N,3)
1 (E.1)
2 (E.2)

E
3 (E,3)

S={(N, 1), (N,2), (N,3), (E.1), (E.2), (E,3)}



S={(N, 1), (N,2), (N,3), (C,1), (C,2), (C,3)}

Repara que se quisermos apenas saber o nimero de casos possiveis e nao
(quais s@o) os casos possiveis da experiéncia composta basta multiplicar o
numero de casos possiveis da primeira experiéncia pelo niumero de casos
possiveis da 22 experiéncia.
Experiéncia
1.2 experiéncia 2.2 experiéncia composta

N° de casos possiveis 2 X 3 _ 6

— Dos 6 casos possiveis 2 sdo favoraveis
3 ao acontecimento sair n° par no piao.

2
b) P(“sair n® par no piao) = — =
§!



EXPERIENCIA II: Lancamento de dois dados e anotar as faces que ficam
voltadas para cima.

a) Qual € o n° de casos possiveis?

1 2 3 4 5 6

c) Qual é a
probabilidade de
sair dois numeros

20

1

2

3 maiores que 3?
4

5

6

) 91
36 4

b) Qual € o espaco de resultados?

E={(1,1), (1,2), ... , (6,6)}



Entrada:
e Sopa
e Canja

Prato

+Arroz de frango
e Bife grelhado
e Lampreia

Sobremesa:
e Fruta da época
e Pudim




Escolhida uma refeicdo ao acaso qual € a probabilidade de comer bife ou

fruta?

Prato

A

B

Sobremesa
F

T MU TT

W, FTFTOTES U T

Refeicao
(SAF) €=
(S,AP)
(S,B,F) €=

(S,B,P)€—
(SLF) €=

(S,L,P)
(CAF)€—
(C,AP)
(CB,F)€—
(C,B,P )
(CLF) €=

(C,.L,P)



Exemplo |

Numa academia de danca ha 50 alunos e praticam-se duas modalidades: Ballet e
Danca Jazz. 25 alunos praticam Ballet, 30 praticam Danca Jazz e 5 as duas
modalidades.

Qual a probabilidade de escolhido um
aluno ao acaso, ele praticar:

a) So6 Ballet? |P = E = E
50 5

b) Sé Danca Jazz? |P =

0

1
2

5 1 Diagrama de Venn
c) As duas modalidades?

d) Pelo menos uma das modalidades? [P =1

U‘I|I\J
o | o

o

e) Tango?



Exemplo IV

Numa sala estao 30 jovens, dos quais 16 praticam futebol, 12 praticam natacéo e
10 nao praticam nem futebol nem natacao. Qual a probabilidade de escolhendo

um jovem ao acaso ele praticar futebol e natacao?

F N
16+12+10=38
38-30=8
10

Exemplo W

Num congresso de Medicina, realizado no rio de Janeiro, participarem 180
congressistas. Destes, 120 falavam portugués e 80 inglés. Qual a probabilidade

de me dirigir, a0 acaso, a um congressista e ele:

a) So falar inglés?
b) So falar portugués?
c) Falar as duas linguas?

P




1. Interrogaram-se 210 pessoas acerca da utilizacao de dois detergentes: A e B.
Oitenta declararam usar o detergente A, sessenta o detergente B e vinte
os dois detergentes.

Selecionou-se, ao acaso, uma das 210 pessoas.
Calcula a probabilidade de ela:

1.1. usar apenas o detergente A

1.2. usar apenas o detergente B

1.3. n&o usar nenhum dos dois detergentes.

1.4. usar, pelo menos, um dos dois detergentes.

2. Num grupo de 70 estudantes, 42 tém os olhos castanhos, 34 usam éculos e 23 tém
olhos castanhos e usam éculos. Constréi um diagrama de Venn e determina a
probabilidade de um estudante escolhido ao acaso:

2.1. usar 6culos e nao ter olhos castanhos;
2.2. usar oculos ou ter olhos castanhos;

2.3. usar éculos e ter os olhos castanhos;

2.4. nao ter olhos castanhos nem usar 6culos.



Exercicios:
venn
32, 33,
34, ex. 2
35 exercicio 4
15 e 17 pag. 42

28 e 29 da pag. 45
31,32,33 e 34 pag.46 e 47
26, 27 pag. 45
8 pag. 40
TPC 1 DA PAG. 34 24 pég- 44

E 3 DAPAG. 35
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Problemas
“Com e sem reposicao’



Exemplo I

Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e uma preta. Extraem-se, ao acaso e
sucessivamente, duas bolas da caixa, com reposicéao.

Calcula a probabilidade de se obter:
duas bolas vermelhas

b) Duas bolas pretas

c) Duas bolas de cor diferente

9 P 1

P

2ibola | VI V2 V3 P
12 bola

Vi | (VI.VD) [ (VI.v2) | (VI.V3) <
vz | (v2v1) | (v2,v2) | (V2,V3) ]
V3 (V3,V1) ) (V3,v2) | (V3,V3)i

3

T I (D

3

Agora vamos pensar no mesmo exercicio mas sem reposicado.
Neste caso ja ndo vamos ter 16 casos possiveis, porqué?

X 7

P=0

22 bola vi V2 E) P
12 bo

Vi (V1,v2)  (V1,v3) (V1.P) >
V2 (v2,v1) (v2,v3) \(V2.P
V3 (v3,v1) | (V3,v2) (V3.P

P PV PV P.V3)




Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e uma preta. Extraem-se, ao acaso e
sucessivamente, duas bolas da caixa, com reposicao.
Calcula a probabilidade de se obter:

i
®
AN

a) duas bolas vermelhas
1.2 extracao e 2.2extracéo

3 3

2 x 2 P(A)=

b) Duas bolas pretas

1.2 extracéo 2.2 extracao
1 1 1

c) Duas bolas de cor diferente  (V, P) ou (P, V)

l12ext. e 2.2ext. ou 12ext. e 2.2ext.

P(C): § % i I 1 v 3

4 4 A A

1

°

6:

| W

0SS8204d 0)NO



Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e uma preta. Extraem-se, ao acaso e

sucessivamente, duas bolas da caixa, S€ITV reposv(gao.

Calcula a probabilidade de se obter:

a) duas bolas vermelhas
1.2 extracao e 2.2extracéo

N\

3 2 6 1
" x P(A)=—==
4 3 (A=12"3 g
b) Duas bolas pretas q"
1.2 extracéo 2.2 extracéo o
1 0 T
4 3 o
O
c) Duas bolas de cor diferente  (V, P) ou (P, V) 8
12ext. e 2.2ext. ou 1laext. e 22ext. g
P (C) = E X E i E v § _ E _ 1
4 3 A 3 12 2



Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e uma preta. Extraem-se, ao acaso e
sucessivamente, duas bolas da caixa, com reposicao. AFVOFE das
Calcula a probabilidade de se obter:

probabilidades
c) Duas bolas de cor diferente
X 2>

extragdo extracéo

3 9

Lo V,V) —

4 16
B ;
4 1 V,P) —

- P (V. P) 16

3 3

PV) —

i 4 sV ( )16
i P

1 (P, P) i

Rt i 16



Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e uma preta. Extraem-se, ao acaso e

sucessivamente, duas bolas da caixa, sem reposicao. AFVOFE das
Calcula a probabilidade de se obter:

probabilidades
c) Duas bolas de cor diferente
. y K
extragdo extracéo
% v v, v) =
B ;
4 1 i —
: P (V. P) T
: (P, V) £
. g 5 R,
i P
4 s P (P,P) O
Syt apon el
Ot n R



1. Uma caixa contém trés bolas pretas e uma branca. Extraem-se, ao acaso e
sucessivamente, duas bolas da caixa, com reposicao. Calcula a
probabilidade de se obter:

a) Duas bolas pretas;

b) Duas bolas brancas;

c) Duas bolas de cor diferente.

d) A primeira ser preta e a segunda ser branca.

2. Resolve 0 mesmo exercicio

3. Sem repor, tiram-se ao acaso, sucessivamente, 3 bolas de um saco, que contém
3 bolas vermelhas e 1 branca.
Calcula a probabilidade de:

a) As trés bolas serem vermelhas;
b) Pelo menos duas bolas serem vermelhas.

4. No roupeiro, a Ana tem duas camisas (uma branca e uma preta), trés saias
(uma azul, uma branca e uma preta) e dois casacos (um verde e um branco).
Tirando ao acaso uma camisa, uma saia e um casaco, qual a probabilidade de
serem da mesma cor?



5. Uma caixa contém dois pares de luvas: um par de tamanho grande e um
par de tamanho pegueno. Duas luvas séo tiradas a sorte da caixa. Qual a
probabilidade de se “tirar um par de luvas”?

6. A Joaquina tirou, ao acaso, um botao de uma caixa que continha 2 botdes

verdes e dois botdes castanhos. Depois, a Joaguina tirou novamente um botao

da caixa sem olhar.

6.1 Qual a probabilidade de os dois botdes serem verdes se a:

a)A Joaquina repds o botao na caixa?

b)A Joaquina nao repo6s o botdo na caixa?

6.2 Qual a probabilidade de extrair dois botdes de cor de cor diferente se o primeiro
botao nao for reposto na caixa?



Exercicios das paginas 50 e 51,
ex.4,5,7,8,9, 10



Estimativa de uma probabilidade

A Sofia deixou cair uma colher e observou que tinha ficado virada para
baixo. Qual era a probabilidade de isso acontecer?

Como a colher ndo € um objeto equilibrado como uma moeda, seria um erro dizer
gue a probabilidade € 50%. Os resultados «ficar virada para cima» e «ficar virada
para baixo» n&ao sao igualmente possiveis e, por isso, nao se pode aplicar a regra
de Laplace.

No entanto, existe uma alternativa: repetindo muitas vezes a experiéncia de deixar
cair a colher, pode usar-se a frequéncia relativa do acontecimento «ficar virada
para baixo» como uma boa estimativa da sua probabilidade.

Por exemplo, se se deixar cair a colher 200 vezes e ela ficar 65 vezes virada para
baixo, poder-se-a concluir que:

Assim a relacéo entre a frequéncia relativa e a probabilidade fornece um método
para obter uma estimativa da probabilidade.
Quanto mais vezes a experiéncia e repetida, melhor € a estimativa.



5. Um dos trabalhos realizados pelo Jo&o para a disciplina de matematica consistiu
em fazer o registo das idades dos alunos do 9.° ano da sua escola e elaborar um
grafico da distribuicao dos alunos por idades. O grafico que o Jo&o elaborou esta
correto.

Qual é a média das idades dos alunos do 9.° ano da Qe SR IEAELY
escola do Joao? Mostra como chegaste a resposta.

Escolheu-se, ao acaso, um aluno do 9.° ano da
escola do Joao.

a) Qual é a probabilidade desse aluno ter 15 anos?
b) Sabendo que esse aluno tem menos de 15 anos,
qual é a probabilidade de ter 13 anos?
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Um saco tem 8 bolas numeradas de 1 a 8. Extrai-se uma bola ao acaso e regista-se o

numero que sai.

Considera os acontecimentos A, B e C.
A:”sair um numero divisorde 7.”

B:"sair um numero par.”

C:”’sair um numero divisor de 6.”

1. Justifica a afirmacao:

A e B séo acontecimentos disjuntos.

2. Calcula P(AUB) e P(A)+P(B)_

Compara os resultados obtidos. O que verificas?

P(Au B) = P(A)+ P(B)

Quando os acontecimentos sdo disjuntos

hod



1. Prova que:

B e C nao sao acontecimentos disjuntos.

2. Calcula P(B UC) e P(B)+ P(C).

=
N A

O @
w o
o 0
— =~

QD)

P(BuC)=P(B)+P(C)-P(BNC)

Quando os acontecimentos sdo compativeis ou

nao disjuntos.




